Ellipsoide de John Loewner

Lemme — Le déterminant est strictement logarithmiquement concave sur l’en-
semble des matrices symétriques réelles définies positives.

DEMONSTRATION
Soient M, N € M,, (R) symétriques définies positives distinctes.
Par existence de la décomposition de Cholesky, il existe B € GL,, (R) tel que

M="B-B.

Comme (‘B)"'!NB~! est symétrique définie positive, d’apres le théoréme spec-
tral, il existe P € O,, (R) et D € M,, (R) diagonale telles que

(‘B)y"'NB'=PD'P.
Si on pose () = PB alors
M="1'Q -QetN = 'QDQ.
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Soient o, > O tels que o + 8 = 1.

det(aM + BN) = det ('Q(al, + SD)Q)
= det(Q)? det (diag (a+pBDyq,...,a+ 5Dn,n))

n

= det(Q)* [J(a + BD;,)

=1

= det(Q)? H exp (ln(a + ﬁDm))

=1
> det(Q)? H exp (aIn(1) + A1n(D;;)) ce qui a un sens car D;; > 0
=1

par stricte concavité du logarithme car D # I,

= det(Q)* H(Dzz)ﬂ

= det(Q)? det(I,)™ det(D)”

=det('Q - Q)* det('QDQ)’ = det(M)* det(N). O

Proposition — Soit E/ un espace vectoriel réel de dimension finie n.
Soit K un compact d’intérieur non vide de L. Il existe un unique ellipsoide centré
en 0 de volume minimal contenant K.

DEMONSTRATION
Soit ¢ une forme quadratique définie positive sur £.
Par hypothese, la matrice de ¢ est symétrique définie positive.

D’apres le théoreme spectral, cette matrice est diagonalisable de valeurs propres
strictement positives aq, . . ., y,.
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On calcule le volume V, de I’ellipsoide centré en 0 associé a gq.

Vg = / 1dx
q(z)<1

= / 1 dx dans la bonne base orthonormale
a123++ana?

1
= ———— dy par le changement de variables y; = \/a; x;
y%_;’__i_y% \/(11 .. .CLn
B
= L ou B désigne la boule unité.

v/ det(q)

On munit I’espace () des formes quadratiques sur £ de la norme

N(q) = sup |q(z)|.

flzll<1

On consideére I’ensemble

AZ{q€Q+/VxEK, q(x)gl}.

e Pour tout = € E, I"application ¢, : ¢ — ¢(x) est continue.
Donc

A=Q N () ¥, '([0:1])

rzeK

= () %, " ([0;+00]) N (] ;' ([0;1]) est un fermé de Q.

zeE zeK

e Comme K est d’intérieur non vide, il existe a € E etr > 0 tels que B (a,r) C
K.
Soitg € A. Soitx € E, |[z|| < 7.
D’apres I’inégalité de Minkowski,

Va(r) = Vel +a—a) < Valz +a) + v/q(a) < 2.

Alors ] 4
Vizl| <1, g(x) = 5q(rz) < —
T r
soit 4
N(q) 2

Donc A est borné.
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e Comme K est compact, il existe M > 0 tel que K C B (0, M).
On définit la forme quadratique g, par

&l

Ve e E, qx) = E

Alors Vz € K, qo(x) < 1 ce qui implique ¢y € A # 0.

e Soient ¢,¢' € A. Soit A € [0; 1].
Bien str, \¢ + (1 — \)¢ € Q™.
De plus pour tout x € K, (Ag + (1 — V)¢’ (z) = Ag(x) + (1 — N (z) < 1.
Donc A\g + (1 — \)¢’ € A qui est convexe.

Comme () est un R-espace vectoriel de dimension finie, on conclut que A est un
compact convexe non vide de ().

Comme I’application det : () — R est continue, elle atteint son maximum sur
le compact non vide A enun ¢; € A.

Comme ¢y € A est définie positive, det gy > 0. En particulier, det ¢; > det ¢p > 0
donc ¢, est définie positive aussi.

Cela signifie qu’il existe un ellipsoide &; (associé a ¢;) qui contient /. Comme
det ¢; est maximal, le volume V,, de I’ellipsoide est minimal.

On suppose qu’il existe g € A tel que det g2 = det g1 et g2 # ¢.

1
Par convexité de A, on a §(q1 +q2) € A

Alors, par stricte convexité logarithmique du déterminant sur I’ensemble des ma-
trices symétriques,

det (l(ql + q2)> = det (%(Sl + Sz)) > y/det S; det Sy = det S; = det g;.

2

Absurde par maximalité de det g;.

Donc ¢; = ¢s. U
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